Métodos Perturbativos Lagrangeanos: Variacao de Parametros, ou Método
Variacional.

- A idéia do método variacional ¢ a de usar a solugdo de um problema exatamente solivel para
aproximar a solugdo de um problema cuja solugdo exata nao seja conhecida. Para isto “ajustaremos” as
constantes do problema soluvel para que minimizemos a diferenca entre as solugdes exata e
aproximada do problema ndo exatamente soluvel. Esta técnica encontra ambito de aplica¢do ideal
através do formalismo Lagrangeano, que esta totalmente calcado em principios variacionais: a procura
pelo minimo orienta o que se deve fazer mesmo que trabalhemos em um espago reduzido de
parametros.

- Para ilustrar o método, imaginem que desejamos obter a solugdo do problema diferencial oriundo do
seguinte Lagrangeano descrevendo uma particula de massa unitaria:
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com ¢<<]. A equagdo diferencial que minimiza a acao
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equagdao nao-linear de dificil solugcdo para qual procuraremos uma aproxima¢do mais facilmente
tratavel.

- Para ¢ = 0, temos um problema linear (oscilador harmonico simples), para o qual a solu¢do completa
exata ¢ dada pela expressao

x(t)=Acos(wyt+p) , (4)

onde a amplitude 4 e a fase ¢ sdo constantes de integracao (injetem (4) em (3) com ¢ = () para provar
que (4) ¢ de fato solucao exata do problema nao perturbado).

- Como entdo implementar o principio variacional e obter uma solugdo aproximada do problema
completo?

Pois a solugdo do impasse vai ao longo das seguintes linhas. De (3) vé-se que quando &€#0 , com ¢
<<1, a aceleracdo sera dada pelo valor daquela do oscilador harménico simples mais uma corre¢ao
gerada pelo termo perturbativo. Isto revela que a solugdo completa pode ser pensada como alguma
forma harmoénica com argumento w,f , mas onde tanto a amplitude e a fase passem a depender
lentamente do tempo. Ao longo de um intervalo muito grande, pode-se notar uma variagao apreciavel
na solucdo, devido a alteragdes na amplitude e fase
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mas se nos focarmos em intervalos relativamente curtos de tempo, a solugdo “local” ¢
predominantemente a solugdo do oscilador harmonico:
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Deve-se também notar que, além das lentas modulagdes, pequenas flutuagdes em x(t) também se fazem
presentes. Estas flutuagdes sdo de O(£) e tem efeito menor do que as modulagdes. Um gréfico
equivalene ao anterior, com as flutuac¢des incluidas, seria retratado como
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- Pois dado o fato de que a “localmente” a solu¢ao do problema completo se assemelha a do oscilador
ndo perturbado, dividiremos a integragdo (2) em varios trechos AT, cada um sendo
significativamente maior do que um periodo do oscilador, mas significativamente menor do que o
intervalo tipico de modulacdo. A Eq. (2) € entdo reescrita como

[ rar [ Lar
S=AT |=2 ERAL .. =2LyAT > ©)
AT AT

onde (L) indica média sobmente sobre oscilagdes devido a “alta” freqiiéncia do oscilador. Nesta



média, amplitudes e fases sdo mantidas constantes por variarem sémente em uma escala muito superior
a escala AT! O resultado final, oriundo de (5) pode entdo ser escrito como

S=[(Lydt , (6)
onde substituimos o somatorio por uma integral, ja que cada particdo A7 € vista como um infinitésimo
pelas quantidades que pouco variam neste intervalo. As equacdes para fase e amplitude nascem da
minimiza¢do do funcional final (6), o que gera equagdes de Euler-Lagrante para as vérias variaveis

dindmicas.

- Apliquemos ao caso do Lagrangeano (1), usando (4) com amplitude e fase lentamente moduladas.
Temos entdo

X (t)=AcosO—(wy+P(t)Asind , (7)
onde O=w,t+@(t) .Daquitemos
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0 que nos fornece
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se efetuarmos a média nas altas freqiiéncias (equivalente a média em @) lembrando que
(cos’0)=1/2 , e negligenciarmos ¢° frentea ¢ (isto é razoavel porque a modulagdo ¢ muito
lenta). Usando o fato de que (cos*0)=3/8 , ficamos com
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o que nos fornece a expressao final
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- Euler-Lagrange aplicado no grau de liberdade ¢ em (11) nos informa que
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o que implica em amplitudes contantes.

- Euler-Lagrante aplicado em 4 de (11), por sua vez nos informa que
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- Conclusao final. O movimento completo preserva a amplitude, mas adquire uma correcao de
freqliéncia dependente da amplitude! Isto contrasta fortemente com o oscilador ndo perturbado em que
a freqiiéncia independe da amplitude — esta variacdo de comportamento € o sinal claro da participacao
de efeitos ndo lineares!

geeliEntl Imaginem um oscilador com sua freqliéncia original variando lentamente, e de forma
conhecida, no tempo:

2

wi(t)x°

(14)

11
2 2

Usemos o Método Variacional para resolver o problema. Para tanto comecemos com uma solugdo
“ansatz” do tipo

x(t)=A(t)coso, (15)

onde escrevemos a fase 6 do oscilador em termos de sua alta freqiiéncia wy e de uma corregao
lentamente variavel p=¢(?), na forma QEftwo(t)dt—l-(p . Supondo que a amplitude também varie

lentamente no tempo, mostrem que o Lagrangeano efetivo que descreve o movimento modulacional
(ap6s médias sobre a alta-freqiiéncia) adquire a forma
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Apliquem Euler-Lagrange para 4 e ¢ em (16) e mostrem que a amplitude 4 ¢ governada pela equacdo

te.
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onde C* denota uma constante. A seguir concluam que se negligenciarmos a ultra-lenta segunda
derivada temporal de 4 em (17),

w,(t) A2(1)=\C" . (18)

0 que caracteriza o regime adiabdtico na teoria de oscilagdes.



