Cadeias de Osciladores.

- Imaginem um sistema de N+2 massas m dispostas ao longo de um eixo x. Cada massa ¢ ligada a suas

vizinhas imediatas por molas harmonicas de comprimento de equilibrio /, e constante elastica «

A massa da extrema esquerda ¢ fixada na posicdo X =0 | e a da extrema direita ¢ fixada na posigdo
X,=(N+1)I, . A partir do estado de equlibrio uniforme (linha superior da figura a seguir), as

massas sdo postas em movimento (linha inferior da figura). Nossa tarefa ¢ a de descrever tal
movimento oscilatério.
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- Da figura acima, enquanto X ; (#) descreve a posigdo absoluta da particula j, x j (#) decreve sua
flutuagdo em torno da posi¢do de equilibrio X ;, . O Lagrangeano completo se escreve como
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- Notando, da figura, que podemos escrever X, =X ,+x,=nl,+x, , o Lagrangeano assume a
forma

L=22 55 2 (= x) @

Se estivermos interessados em obter a Equacdo de Euler-Lagrange para uma particula de indice j
arbitrario, devemos colecionar os termos de (2) em que ela esta presente:
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de onde segue, via Euler-Lagrange:



- Buscando inspiragdo no oscilador harmdnico, tentemos solugdes (na forma complexa) do tipo

x=ae' ", (5

n n

onde a, depende do indice de particula, mas ndo depende de t. A freqiiéncia w e as amplitudes
a, devem ser determinadas para a solu¢do completa do problema.

- A insercdo de (5) em (4) produz
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Buscando solugdes para a equagdo a diferencas finitas (6) na forma

a=A4e¢" , (7

ficamos  com —w2=ﬁ(€w—2+€w) , 0 que finalmente gera [lembrem que
1—cos0=2sin’(0/2) ]
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(Notem um fator corretivo 2 de diferenca, em relagao ao calculo feito em aula.)

- O fator y ¢ ainda indeterminado. Se o determinarmos, também determinaremos a
freqliéncia «w . Para obter y , primeiro devemos selecionar a componente “seno” da
representagdo complexa (7). Somente esta componente se anula quando o indice de particula
vai a zero para a particula na origem. Ficamos entdo com

a,=Asin(jy) . (9

Outra condigdo de contorno nasce quando exigirmos que a@y,,=0 , o0 que deve acontecer com
a particula fixa na extremidade direita de nosso sistema. Daqui, e de (9), concluimos finalmente

que qualquer y satisfazendo (N+1)y=rm, r=0,1,2,3,... ,ou,
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¢ solug¢do do problema (r negativos geram as mesmas solucdes, com sinal trocado). De fato as
solucoes =0, N+1 ndo estdo associadas a nenhum movimento. Sao solugdes nulas, ou neutras.
A partir delas, as configuragdes dos modos oscilatorios se repetem e nada de independente
surge. Concluimos entdo que ha N modos vibratorios independentes para nosso sistema, um
para cada 0<r<N+1.



Resolvam todos os modos oscilatérios de uma cadeia de N=2 particulas acopladas.
Resolvam todos os modos oscilatérios de uma cadeia de N=3 particulas acopladas.

Encontrem as condigdes de contorno adequadas para modelar uma cadeia
oscilatoria cujo extremo da direita esteja livre: ndo estd nem fixo nem submetido a for¢a da
particula vizinha a sua direita. Expliquem porque este tipo de modo pode representar uma corda
com extremidade livre. Calculem o espectro de freqiiéncias ao estilo do conjunto de Egs. (8),
(9) e (10) acima, examinem a menor ¢ a comparem com o resultado de nosso modelo anterior
para a corda “carregada”.



